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Resumen: La ensefianza de resolucion de problemas en ciencias y
matematicas se realiza en general mediante estrategias de transferencia
(transfer): se resuelve y explica un conjunto de problemas y después se
pide a los estudiantes que resuelvan otros problemas analogos a los
ejemplos trabajados. Los profesores de Secundaria con frecuencia asumen
que las relaciones analdgicas entre los problemas resueltos y los problemas
propuestos son sencillas de comprender y establecer, y atribuyen el fracaso
a la falta de dominio de los procedimientos matematicos de resolucién. En
este trabajo se realiza un experimento para probar si esta atribucién causal
es adecuada o no. Los resultados demuestran que la causa principal de las
dificultades debe tener su origen en la construccion de un modelo de la
situacion y/o de un modelo del problema, adecuados.

Palabras-clave: Resolucion de problemas, dificultades de aprendizaje,
transferencia, problemas algebraicos con enunciado, ecuaciones lineales.

Title: Algebraic difficulties in problem solving transfer of word problems

Abstract: Problem solving in sciences and mathematics is usually taught
by transfer strategies: a set with a few problems is fully explained and then
the students are expected to solve analogous problems. Secondary teachers
frequently assume that building the analogical relationship among solved
problems and the target ones are an easy cognitive task. So they claim that
the cause of the low level of success in science problem solving is the lack
of mathematical procedural competence. In this paper we perform an
experiment to probe whether this claim is the main cause for the failure in
science and mathematics problem solving or not. The results show the main
cause will come from the failure in the construction of the appropriate
situational-model and/or the problem-model representations.

Keywords: problem solving, learning difficulties, transfer, algebraic word
problems, linear equations.

Introduccioén

Un problema tipico en ciencias posee un enunciado escrito en lenguaje
natural en el que ciertas entidades del mundo se encuentran en una
situacion que las relaciona segun alguna regla, principio o ley subyacente.

538



Revista Electronica de Ensefianza de las Ciencias Vol. 6, N°3, 538-561 (2007)

Existen aspectos, atributos o caracteristicas de esa situacibn que son
conocidos y una demanda concreta sobre otro aspecto no conocido. Para
ello hay que reconocer y usar esas reglas, principios y leyes pertinentes,
pero también, tipicamente, hay que saber utilizar algunas habilidades
matematicas.

La resolucion de problemas es una de las tareas mas creativas, exigentes
e interesantes para la mente humana y es un area que ha atraido el interés
de los cientificos cognitivos desde siempre, en especial en ciencias y
matematicas (Polya, 1957; Newel y Simon, 1972, Larkin y Reif, 1979). Por
ser uno de los objetivos de la educacién, y una de las pruebas
caracteristicas del aprendizaje de alto nivel, la didactica de las ciencias y la
didactica de las matematicas también han centrado su interés en ello.
Precisamente desde la didactica de las ciencias se ha subrayando la
diferencia entre un mero ejercicio y un problema (Gil y Martinez-Torregrosa,
1983; Gil y colaboradores, 2002): en el caso del ejercicio, el sujeto conoce
desde el principio el modo en que debe ser resuelto; en el caso del
problema, no. Jiménez-Aleixandre (1998; Reigosa y Jiménez-Aleixandre,
2000) diferencia los problemas ‘auténticos’, complejos, conectados con la
vida real y destaca su utilidad para desarrollar la cultura cientifica en las
aulas. En ciencias y matemaéticas, intentar solucionar un ejercicio de mera
aplicacion o un problema que exige comprensién conceptual de la realidad,
implica, activa y desarrolla diferentes tipos de conocimientos (Nakhleh,
1993; Solaz-Portolés y Sanjosé, 2006).

La comprensiobn de un problema parte de la comprension de su
enunciado, que no es sino un texto habitualmente corto, con unas pocas
frases. Este texto corto demanda una gran cantidad de inferencias y la
activacion de conocimiento previo especifico conceptual, situacional,
procedimental, estratégico y esquematico (Solaz-Portolés y Sanjosé, 2007a;
Nathan, Kintsch y Young, 1992; Ferguson-Hessler y de Jong, 1990) para
atender la demanda del problema. Las teorias y modelos de comprension de
textos han intentado abordar el campo de la resolucién de problemas.

Una de las teorias mas influyentes es la debida a Kintsch (1998; Kintsch
y van Dijk, 1978; van Dijk y Kintsch, 1983). En ella se postulan 3 niveles de
representacion mental de un texto: a) el nivel Iéxico, o de reconocimiento
de las palabras; b) la Base del Texto (BT) o nivel seméantico constituido por
los significados de las oraciones independientemente de la forma en que
estan escritas y de las palabras usadas; c) el Modelo de la Situacién (MS) o
nivel referencial en el que la informaciéon semantica del texto se relaciona
con el conocimiento previo y se puede aplicar a nuevas situaciones. Kintsch
y Greeno (1985) aplicaron esta teoria a los problemas aritméticos con
enunciado, postulando la existencia de un nivel de representacion,
especifico de los problemas, que ellos llamaron Modelo del Problema (MP):
mas alla de la representacion de los objetos y eventos del mundo
observable, los problemas matematicos y cientificos requieren también de
abstracciones en términos de magnitudes, numeros, operaciones,
ecuaciones, etc. El conocimiento que un resolutor debe poseer se amplia
para incluir la capacidad de representar relaciones de un modo abstracto y
la capacidad de realizar las operaciones matematicas necesarias para llegar
a la solucién pedida. La teoria de Modelos Mentales de Johnson-Laird (1983)
también se ha aplicado a la resolucion de problemas con diferentes
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propésitos (Anderson, 1995; Mayer, 1992; Coleoni y col., 2001; Otero y
col., 1998. Greca y Moreira, 1996 y 1998). La relacion entre estas dos
importantes teorias no estd establecida de un modo riguroso, pero ambas
manejan constructos cognitivos de naturaleza similar. EI Modelo de la
Situacion construido en un problema estd contenido en el conjunto de
Modelos Mentales necesarios para representar el problema, pero en el caso
de problemas con base matematica, los Modelos Mentales deben incluir
también las abstracciones teéricas basadas en teoremas, leyes y principios
cientificos y, por tanto, contienen el Modelo del Problema.

Con todo ello, consideramos gue un sujeto se enfrenta a un ‘problema’ (a
diferencia de un ejercicio) cuando no dispone de las representaciones
completas Modelo de la Situacion y/o Modelo del Problema, necesarias para
dar respuesta a las preguntas formuladas en la demanda del enunciado. Es
decir, si el sujeto resolutor, tras la lectura del enunciado, activa
representaciones almacenadas en su memoria suficientemente completas
como para integrar simultineamente los datos, la demanda y el
procedimiento causal de unos a otra (es decir, para plantear, resolver y
responder), entonces se trata de un ‘ejercicio’. Pero si para ello el sujeto
requiere realizar inferencias para completar representaciones parciales
activadas en su memoria, entonces se trata de un ‘problema’ (el sujeto no
conoce como dar respuesta a las preguntas desde el principio).

En el proceso de resolucion de un problema (con estructura matematica
subyacente) con enunciado hay al menos 3 niveles (Hegarty y col., 1995)
cada una de los cuales puede presentar obstaculos para los estudiantes:

a) Comprensiéon de la situacion descrita en el enunciado con sus
entidades, sus relaciones y sus atributos a un nivel concreto, no abstracto.
Es decir, la persona resolutora debe construir las representaciones del texto
del enunciado en términos del contenido Iéxico, semantico (BT) o referencial
(MS). Ello incluye las reglas y las normas que rigen el funcionamiento del
mundo que el sujeto conoce, y que sirven para que la situacioén descrita sea
plausible una vez entendida (representada). El conocimiento general del
mundo que el sujeto posee debe ser activado para subsumir la situacion
descrita en un esquema de funcionamiento conocido.

b) Traduccién de esa situacion del lenguaje natural al matemaético y
viceversa. El sujeto debe pasar de un modelo mental de la situacién descrita
en términos concretos (objetos y eventos; atributos y caracteristicas
espacio-temporales) a una representacién abstracta Modelo del Problema
que involucra magnitudes y fendmenos; cantidades y relaciones
matematicas; teoremas, leyes y axiomas. También en sentido contrario, a
la hora de interpretar el resultado de un problema: las cantidades y
abstracciones resultantes (MP) deben vincularse de nuevo con objetos y
eventos del mundo (MS).

c) Manejo de las herramientas matematicas necesarias para llegar al
resultado, asociado con un conocimiento procedimental de los esquemas
aritméticos, algebraicos, etc. de resolucién.

Las dificultades que los estudiantes tienen para aprender a resolver
problemas matematicos con enunciado han sido asociadas con diferentes
factores. Por ejemplo, se ha probado que la dificultad en la resolucién de
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problemas de ciencias esta relacionada con la cantidad de modelos
mentales que deben ser construidos y procesados simultaneamente (Solaz-
Portolés y Sanjosé, 2007b). Pero muchas de las explicaciones aportadas
proceden del analisis de la estructura semantica de los enunciados
habituales usados para ensefiar (Orrantia y col., 2005) y del modo en que
dicha estructura semantica dificulta o facilita encontrar el conjunto de
operaciones o el esguema matematico adecuado (Valentin y Chap-Sam,
2005; Carey, 1991; Carpenter, Hiebert y Moser, 1981; Carpenter y Moser,
1984; Christou y Philippou, 1998; Nesher y Hershkovitz, 1994; Wilson,
1967). Kintsch y Greeno (1985) propusieron que la resolucion de un
problema requiere que los sujetos asocien las frases del enunciado (nivel
BT) con esquemas preexistentes que sirven de vehiculos para la
construccion de representaciones matematicas adecuadas (MP) y de guias
para la accidon resolutiva. Este proceso es el que origina la mayoria de los
obstaculos para alcanzar éxito.

El procedimiento didactico habitual para que los estudiantes adquieran
€s0s esquemas, que proporcionan las bases de la comprension y orientan el
plan de accidén, esta basado en la transferencia analdgica: se explicita la
resolucién de un conjunto de problemas en contextos determinados o temas
(problemas ejemplo o ‘fuente’), y después se pide a los estudiantes que
apliqguen lo aprendido a nuevos problemas (problemas ‘diana’). El sujeto
debe saber transferir esos métodos y estrategias desde los ejemplos a los
problemas diana, usualmente no idénticos a los problemas ejemplo.

Normalmente, la transferencia analdgica espontanea es poco frecuente
cuando el problema fuente y el diana pertenecen a dominios de
conocimiento diferentes y tienen una estructura superficial que no es
semejante (Ross, 1987). Reed (1993) ha explicado la ausencia de esta
transferencia fundamentandose en la falta de capacidad de los estudiantes
para construir un esquema coherente en el correspondiente dominio de
aprendizaje, que les impediria aplicar su conocimiento a nuevos dominios.
No obstante, algunos estudios han mostrado que la transferencia
interdominios puede ser facilitada mediante disefios instruccionales que
fomenten la formaciéon de reglas generalizadas o esquemas (Bassok vy
Holyoak, 1989; Lewis y Anderson, 1985). Se ha constatado también que la
provision de multiples ejemplos sin instruccion explicita en reglas
generalizadas (Catrambone y Holyoak, 1989), y las tareas de aprendizaje
en las que los alumnos construyen sus propios problemas analogos
(Bernardo, 2001) pueden facilitar la transferencia. Por otra parte Jonassen
(2003) sefiala que para que exista transferencia de conocimiento es
necesario que los estudiantes generen conexiones conceptuales internas
entre los problemas y los dominios de conocimiento especifico, y aprendan
a elaborar diversas representaciones de los problemas.

En este trabajo centramos nuestra atencion en el aprendizaje, por
transferencia, de la resolucidon de problemas con enunciado que requieren
plantear y resolver un sistema de 2 ecuaciones lineales con 2 incégnitas.
Esta clase de problemas es muy habitual en fisica y quimica, y también en
otros contextos matematicos y cientificos. Nuestro interés en esta
investigacion se centra en esclarecer cudles son las fuentes principales de
dificultades para los estudiantes. Exploraremos el efecto de los diferentes
vinculos posibles entre problemas fuente y diana, asi como la magnitud de
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los obstaculos procedentes de los procedimientos matematicos de
resolucion.

Fundamentos tedricos

La transferencia (o transfer) ha sido objeto de estudio por su utilidad
desde los tiempos de Thorndike -su Teoria de los Componentes Idénticos es
un antecedente de gran interés-, y ha sido concebido como un proceso de
solucion de problemas (Voss, 1987) por su componente esencial de
busqueda de informacion adecuada para conectar lo aprendido con lo
demandado. Su complejidad cognitiva y las precauciones didéactica
necesarias para su utilizacién en las aulas de ciencias ha sido recientemente
revisada por Oliva (2004) que ha subrayado el caracter interno de las
analogias, que la hace diferente de los estimulos externos dados por el
profesor (Oliva y col., 2003), y la necesidad de aprender este proceso
interno via transferencia analdgica, mediante la construcciéon de modelos
apropiados, profundos, que van mas alld de la asociacion directa entre
atributos de los contenidos fuente y diana. Se ha investigado también el
transfer en la resolucién de problemas, dedicando una atenciéon especial a
los problemas algebraicos con enunciado (Gick y Holyoak, 1980 y 1983;
Reed, Dempster y Ettinger, 1985; Bassok y Holyoak, 1989; Reed, 1987).

La teoria de Gentner (1983) sobre el modo en que se construyen
analogias en ciencias postula que entre el dominio fuente, base de
conocimientos precedente, y el dominio diana deben evidenciarse
semejanzas en las relaciones que existen entre los objetos y sus atributos,
pero no semejanzas en los propios objetos y atributos. Las analogias en
ciencias exigen una extrapolacion estructural mucho mas compleja que la
mera asociacion entre pares de elementos entre dominios y debe darse en
diferentes niveles jerarquicos (Reed, 1987). En un problema con enunciado,
los dos niveles de jerarquia mas elevada son los asociados al mundo
tangible (MS) y a las abstracciones tedricas y matematicas (MP). Por tanto,
el transfer analégico entre dos problemas puede darse a nivel del modelo de
la situacion y a nivel del modelo del problema. Asimismo se pueden
transferir también los esquemas matematicos de resolucion, con
independencia de las representaciones anteriores.

Se han estudiado algunas variables que pueden facilitar o dificultar la
evidencia de semejanzas en las relaciones entre elementos de dos
problemas a estos niveles. De acuerdo con algunos autores, (Chi, Feltovich
y Glaser, 1981; Holyoak y Koh, 1987), los problemas con enunciado en
ciencias y matemaéaticas pueden caracterizarse por dos factores
caracteristicos: 1) su contexto, historia o superficie; y 2) su estructura. El
contexto alude a la tematica concreta o ambito del Mundo a la que
pertenecen los objetos, propiedades, estados y eventos que se describen en
el enunciado, pertenecientes al conocimiento general de las personas y, por
ello, deben ser facilmente reconocibles. La estructura se refiere a las
relaciones entre variables en el espacio del problema dadas por reglas,
normas, principios o leyes, y alude a representaciones abstractas propias
del Modelo del Problema. En nuestro caso, la estructura hace referencia a
las relaciones algebraicas que se dan entre las variables asociadas a las
entidades expuestas en el enunciado. Desde el punto de vista matematico,
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si dos problemas tienen la misma estructura, las relaciones abstractas entre
sus variables son idénticas y por tanto, ambos problemas se resuelven a
través del mismo conjunto de algoritmos, operaciones etc. Estos dos
factores sirven también para caracterizar y diferenciar los vinculos entre
problemas en el transfer.

Si el problema fuente y el diana tienen ambos idéntico contexto y
diferente estructura los llamaremos problemas similares; isomorfos si
tienen diferente contexto pero idéntica estructura; equivalentes cuando
tienen igual contexto e igual estructura, y, finalmente, no-relacionados,
cuando tienen diferente contexto y diferente estructura (Reed, 1987). En la
enseflanza y aprendizaje por transfer, es obvio que los problemas no-
relacionados dificultan la extraccion de los factores comunes importantes de
ambos problemas y que los problemas equivalentes no favorecen los
procesos de generalizaciéon necesarios. Son los elementos comunes, bien
superficiales, bien estructurales, los que deben estar asociados con la
percepcion/construccion de los vinculos analégicos entre una situacion
planteada y otra ya conocida con anterioridad (Catrambone, 2002). Por
tanto el trabajo con problemas similares debe favorecer los vinculos
analdgicos a nivel de MS, debido a los objetos y eventos comunes, pero no
al nivel de MP, mientras que el trabajo con problemas isomorfos debe
favorecer los vinculos analdgicos a nivel del MP, aunque no a nivel de MS.
En ciencias y matematicas, el éxito en la resoluciéon de problemas con
enunciado se logra cuando los sujetos construyen los vinculos entre las
estructuras de los problemas fuente y diana. Es decir, el éxito se alcanza
cuando los sujetos aprenden a construir isomorfismos al nivel de las
representaciones MP de ambos problemas y, ademas, conocen los modos
matematicos de proceder para llegar al resultado correcto.

De los tres niveles implicados en la resolucién de un problema nos
centraremos en este trabajo en el dltimo, asociado con el conocimiento de
procedimientos de célculo y resolucién. Saber calcular no implica saber
resolver problemas (Nesher 1976), pero es evidente que no se puede tener
éxito en la resolucion si no se dominan también los procedimientos de
célculo y resolucion, asociados con el algebra en este caso. Entre los
conocimientos que se exige saber transferir en las aulas se encuentran
muchas habilidades matematicas que es preciso saber utilizar en contextos
cientificos. En nuestro caso, esas habilidades se refieren al conocimiento
acerca de los sistemas de ecuaciones lineales.

La pregunta que nos proponemos contestar es basica: las dificultades en
el aprendizaje (por transferencia) de la resolucion de problemas con
enunciado, ¢proceden de deficiencias en el conocimiento procedimental
basico asociado con los calculos y las técnicas algebraicas o mas bien
proceden de construccion de modelos mentales deficientes que impiden
llegar hasta el modelo del problema y plantear las ecuaciones adecuadas?
Esta pregunta atiende a una de las quejas habituales entre los profesores
de Secundaria cuando se trata de la transferencia de los aprendizajes
matematicos a los contextos de ciencias: ¢es el conocimiento inadecuado de
los procedimientos de resolucibn de ecuaciones y de sistemas de 2
ecuaciones la causa principal del fracaso a la hora de aprender a resolver
muchos de los problemas de ciencias y matematicas? Si la respuesta es
negativa, es que las dificultades estan en los niveles MS y/o MP, tal como
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han encontrado los investigadores en otros niveles académicos y otras
estructuras matematicas (Valentin y Chap-Sam, 2005; Reed, 1987; Kintsch
y Greeno, 1985), y entonces el transfer analdgico entre problemas resueltos
y problemas propuestos no es tan sencillo de establecer como piensan los
profesores (Oliva, 2004). Las investigaciones precedentes orientan nuestra
hipotesis:

Las fuentes de obstaculos para la correcta resolucién de problemas en
situaciones tipicas de transfer se concentran en la construccién de los
vinculos a nivel del modelo de la situacidon (vinculos entre objetos, sucesos
y atributos) y/o en el proceso de traducciéon del lenguaje natural al lenguaje
del algebra (construccién del modelo del problema).

Por tanto, en una situacion tipica de transfer en la que se dispone de un
problema fuente totalmente resuelto, los estudiantes de Secundaria no
presentaran dificultades en el nivel del manejo algebraico sino en los niveles
anteriores, que se visualizaran en errores a la hora de plantear las
ecuaciones correctas. Sin embargo, una vez planteadas las ecuaciones,
éstas seran resueltas correctamente. Los obstaculos esperados se daran
cualquiera gue sea la relacion entre los problemas fuente y diana, debido a
que el establecimiento de vinculos analdégicos es un proceso no trivial, que
requiere un trabajo especifico bien diseflado, no incluido en este
experimento.

Esta hipotesis se justifica a través de las observaciones tanto del disefio
de los textos educativos como de la praxis: en las aulas de Secundaria, una
gran parte de la ensefianza matematica se realiza con un elevado nivel de
abstraccidén, en ausencia de dmbito conceptual. Las relaciones algebraicas
resultan demasiado abstractas y dificiles de comprender por si mismas en
ausencia de contexto o historia. Los problemas con enunciados facilitan su
comprension y aprendizaje al conectar las entidades abstractas con el
mundo concreto, lo que crea representaciones ricas de los problemas
(Nathan, Kintsch y Young, 1992; Koedinger y Nathan, 2004).

En ausencia de un tratamiento adecuado con este tipo de problemas, se
produce un aprendizaje de métodos de resolucibn mecéanicos ante un
sistema de ecuaciones explicitadas, pero supone un aprendizaje pobre de
habilidades transferibles que influyen notablemente en Ila fase de
planteamiento del problema, -que incluye la comprensién de la situacidon
descrita y la traduccion de un lenguaje ordinario a un modelo matemético-,
y que supone la parte creativa de la resolucibn de los problemas
algebraicos.

Método
Muestra

Los sujetos intervinientes en este experimento pertenecian a diferentes
niveles de estudios secundarios (3° ESO y 1° y 3er cursos de formacion
profesional) de modo que la hipdétesis general pudiera ser contrastada de un
modo amplio, con el Unico requisito de que los conocimientos concretos
intervinientes hubieran sido ya estudiados anteriormente. Los estudiantes,
entre los 15 y los 18 afos, pertenecen a dos centros educativos diferentes,
ambos situados en localidades grandes (entre 15.000 y 25.000 habitantes)
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que centralizan los estudiantes de secundaria en sus respectivas comarcas.
En todos los casos el nivel socioecondmico tipico es medio. Participaron en
el estudio un total de 104 sujetos de los cuales s6lo 83 casos fueron
adecuados para el analisis. El resto se descartaron por defectos en el
procedimiento. La distribucién por niveles de la muestra es la siguiente: 34
sujetos de 3° ESO, 30 sujetos de ler curso de modulos de formacion
profesional, 19 estudiantes de 3er curso de mobédulos de formaciéon
profesional.

Estos sujetos no poseen a priori hinguna caracteristica especial que haga
pensar en diferencias sustanciales con el resto de la poblacién de nivel
secundario, pero no hubo muestreo aleatorio ni se procuré Ila
representatividad por niveles educativos ni por edades; se tratdo de una
muestra de conveniencia segun su disponibilidad, de modo que los
resultados obtenidos no pueden ser extrapolados a toda la poblaciéon
estudiantil de secundaria (no hay garantias de validez externa). Sin
embargo, las condiciones del experimento si permiten asegurar una
adecuada validez interna, como se mostrara a continuacion.

Se respetaron los grupos naturales en los dos centros de procedencia
pero los sujetos se distribuyeron al azar en las condiciones experimentales
de modo que éstas estuvieran equilibradas en cada grupo.

Disefio, variables y materiales

El experimento se disefié para que los sujetos tuvieran que relacionar un
problema fuente, totalmente resuelto, con un problema diana a resolver que
sera el evaluado. Dado que la comprension de leyes y principios cientificos
interacciona con el resto de aspectos en un problema, en este acercamiento
inicial simplificaremos la situacion experimental utilizando problemas que no
requieran de ellos, sino meramente del conocimiento ordinario de las reglas
y normas de funcionamiento de conocimiento comun. Ante este tipo de
problemas los sujetos construyen representaciones mas ricas que ante los
problemas de contextos cientificos (Buteler et al., 2001) con lo que se
optimizan las condiciones de contraste de la hipdtesis. En este experimento
diferenciamos Unicamente entre el nivel algebraico, en el que el sujeto
resolutor debe utilizar esquemas matematicos de manejo y resolucion de las
ecuaciones, y el resto (comprensiéon de la situaciéon del enunciado y
traduccidon de la misma a ecuaciones e interpretacion del resultado). Por eso
una parte de la muestra se encontrara en situacion experimental en la que
se eliminen los obstaculos en la construccion de los modelos de la situacion
y del problema, de modo que los obstaculos y errores detectados en el
problema diana procedan sélo del nivel algebraico. El rendimiento de estos
sujetos se comparard con el del resto de la muestra para los que la
construccion de MS y MP no esté facilitada y pueda ser fuente de obstaculos
junto con el nivel algebraico. En este segundo grupo de la muestra,
estudiaremos también si la similitud entre problemas fuente y diana
(problemas similares, isomorfos y no-relacionados) afecta el éxito en el
transfer a estos niveles MS y MP.

La resolucion de los problemas utilizados en este experimento requiere
plantear y resolver un sistema de dos ecuaciones lineales para contestar
dos preguntas, Cl1 y C2 (Anexo). Los contextos considerados son:
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‘mercantil’ (M) o de cuentas bancarias, e ‘hidrico’ (H) o de depdsitos de
agua. Las estructuras consideradas son: dos rectas que se cortan con
pendientes del mismo signo y dos rectas que se cortan con pendientes de
diferente signo. Nos referimos a estas estructuras como “alcanzar” (A) y
estructura “encontrar” (E) respectivamente, en recuerdo de los clasicos
problemas de dos moviles en Cinemaética. Por ultimo, para atender el
propdésito basico de este experimento, incluimos en el disefio la explicitacion
0 no del sistema de ecuaciones necesario para dar respuesta a la demanda
del problema. Hablaremos de modelo matematico ‘explicito’ (S) cuando el
enunciado incluya dichas ecuaciones, e ‘implicito’ (N) cuando dichas
ecuaciones no estén en el enunciado y sea el sujeto quien deba inferirlas
(situacion habitual en resolucién de problemas algebraicos). La combinacion
de estas 3 variables da lugar a los ocho problemas utilizados en el
experimento para los problemas fuente y diana (Tabla 1).

ESTRUCTURA
ALCANZAR ENCONTRAR
o| MERCANTIL AMS AMN EMS EMN
|_
5 HIDRICO AHS AHN EHS EHN
EXPLICITO IMPLICITO EXPLICITO IMPLICITO
MODELO MATEMATICO

Tabla 1.-Problemas clasificados segun las variables Contexto y Estructura.
A/E = estructura “alcanzar/ encontrar”; M/H= contextos “mercantil/hidrico”; N/S =
modelo matematico “explicito/implicito”.

Las relaciones entre los problemas fuente y diana dependen de que
tengan igual o distinto contexto, igual o distinta estructura, modelos
matematicos explicitos o implicitos. El caso en el que ambos problemas
tienen el mismo contexto e igual estructura se corresponde a problemas
idénticos y carece de interés. Por tanto, dado un problema fuente concreto,
el problema diana debe tener diferente contexto, diferente estructura, o
diferente contexto y diferente estructura a la vez. A ello hay que afadir el
Modelo Matemaético, explicito o implicito, en ambos problemas. Por tanto,
para cada problema fuente hay 6 problemas diana posibles. Como existen
ocho problemas fuente distintos, hay un total de 48 combinaciones
distribuidas en doce casillas diferentes, como muestra la tabla 2.

Todas las combinaciones fueron usadas en la experiencia para
contrabalancear. Los sujetos se asignaron al azar a una de las doce casillas
y les fue asignada una de las 48 combinaciones de problema fuente y diana
posibles. (Naturalmente, el hecho de que el problema fuente tenga el
modelo matemaéatico explicito o implicito no es relevante, habida cuenta de
que este problema se presenta totalmente planteado, resuelto y explicado.
Pero se han mantenido las doce casillas por completitud y simetria para
clarificar el proceso de contrabalanceo.)

Las variables dependientes definidas para evaluar el planteamiento y
resolucién de los problemas diana por parte de los sujetos se clasificaron en
tres grupos:
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1) ‘Planteamiento’, con dos niveles: correcto/incorrecto. También el ‘Error
en el Planteamiento’: consideramos errores en la pendiente de las rectas,

en la ordenada en el origen o en ambos parametros.

2) ‘Resolucién’ de las ecuaciones, con dos niveles: correcta/incorrecta.
Del mismo modo se atiende al tipo de ‘Error en la Resolucién’ que pueden
cometerse, bien de tipo algebraico, bien en los célculos aritméticos.

3) ‘Resultado’: contestacién que dan los sujetos a las dos cuestiones
planteadas en el enunciado problema diana (Cl1 y C2). Esta variable
controla la interpretacion del resultado y los posibles errores en la expresion
de las unidades.

MODELO MATEMATICO DEL PROBLEMA DIANA
S-S N —N S—N N—S
o IGUAL AHS — AMS | AHN — AMN | AHS — AMN AHN — AMS
F | ESTRUCTURA- AMS — AHS | AMN — AHN | AMS — AHN AMN — AHS
E DISTINTO EHS — EMS EHN — EMN | EHS — EMN EHN — EMS
E CONTEXTO EMS — EHS EMN — EHN | EMS — EHN EMN — EHS
O | DISTINTA AHS — EHS | AHN — EHN | AHS — EHN AHN — EHS
© | ESTRUCTURA- AMS —EMS | AMN — EMN | AMS — EMN AMN — EMS
J: IGUAL EHS — AHS EHN — AHN | EHS — AHN EHN — AHS
o | CONTEXTO EMS — AMS | EMN — AMN | EMS — AMN EMN — AMS
E DISTINTA AHS —EMS | AHN — EMN | AHS — EMN AHN — EMS
<:.)> ESTRUCTURA- AMS — EHS | AMN — EHN | AMS — EHN AMN — EHS
o | DISTINTO EHS — AMS | EHN — AMN | EHS — AMN EHN — AMS
'(7) CONTEXTO EMS — AHS | EMN — AHN | EMS — AHN EMN — AHS
w
Fuen | DIAN | Fuen | Dian | Fuen | Dian Fuen | Dian
Tabla 2.- Combinaciones posibles entre el problema resuelto (fuente) y el
problema diana. A/E = “alcanzar/ encontrar”; M/H = “mercantil/ hidrico”; S/N =

“explicito/ implicito”.

Con el fin de igualar las condiciones de activacién de los conocimientos
necesarios para realizar el transfer, se elabor6 un material didactico acerca
del tema de funciones lineales (cuadernillo 1) y se explic6 a todos los
sujetos. Su longitud fue de cinco paginas y en él se incluyeron los siguientes
contenidos teodricos fundamentales: qué es una funcion lineal, cdmo se
representa graficamente, significado de la pendiente y de la ordenada en el
origen, posibles formas de escribir una funcién lineal; diferentes notaciones
posibles para una funcién lineal, algunos ejemplos de funciones lineales y
funciones no lineales, resolucién (algebraica y grafica) de problemas con
enunciado con ecuaciones lineales en diferentes casos, (1 recta, 2 rectas
que se cortan, signos iguales y diferentes para las pendientes de ambas,
etc.). Las caracteristicas de algunos de estos problemas resueltos fueron
similares a las de los problemas implicados en el experimento de transfer,
de modo que servian como primer modelo (fuentes) para su posterior
utilizacion en otros contextos.

Se confeccion6 un segundo cuadernillo que contenia Unicamente tres
problemas., dos de ellos resueltos con detalle (problema fuente y problema
distractor, en este orden). El tercer problema era el que tendrian que
resolver los sujetos (problema diana), transfiriendo lo aprendido en uno de
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los dos problemas anteriores que debian identificar y diferenciar del
distractor. La estructura del problema distractor no era ni “alcanzar” ni
“encontrar”, aunque el problema aludia a ecuaciones lineales: se trataba de
determinar el valor de la pendiente y la ordenada en el origen de una
misma recta a partir del conocimiento de los valores de dos de sus puntos.

De acuerdo con la hipotesis planteada, lo que esperamos con este disefio
es encontrar: 1) Dificultades en la fase de planteamiento del problema
diana para los sujetos en las condiciones experimentales de modelo
matematico implicito. Esto deberia visualizarse en una proporcion
relativamente alta de sujetos con errores en las ecuaciones (ordenadas en
el origen, pendientes con sus signos). En este grupo de sujetos no
esperamos diferencias significativas asociadas con las variables contexto y
estructura, que regulan los vinculos entre problemas fuente y diana; 2)
Ausencia de dificultades en la fase de resolucion del sistema de ecuaciones
una vez planteado, con independencia de que éste sea correcto o no. La
proporcién de sujetos en la condicion modelo matematico implicito que
alcancen éxito en las variables de resolucion debe ser alto y comparable con
la proporcién de sujetos en la condicibn modelo matematico explicito.

Procedimiento

El experimento se realizé en dos sesiones. La primera sesion duré 50
minutos y consistié en el estudio de las bases matemaéaticas implicadas en
los problemas del experimento (cuadernillo 1) de modo que sirviera de
activacion del conocimiento de base necesario para la comprension de los
problemas del cuadernillo 2 y facilitar el transfer. La segunda sesion,
también de 50 minutos, consistié en la tarea de transferencia, propiamente
dicha. Se suministr6 a los sujetos el segundo cuadernillo con los 3
problemas (fuente, distractor y diana, en este orden) y se les instruyd para
que estudiaran durante 20 minutos los problemas resueltos (fuente y
distractor). Tras ello se paso6 a la resolucidon del problema diana durante los
siguientes 30 minutos. Los sujetos podian consultar cualquiera de los dos
problemas resueltos en todo momento. En toda esta segunda sesion los
sujetos dispusieron también del cuadernillo 1 para su consulta a discrecion.
Entre ambas sesiones medié un lapso de entre 3 y 7 dias.

Criterios de correccioén

Los cuatro grupos de variables se valoraron de forma categérica, segun la
tabla 3.

Los errores de planteamiento pueden visualizarse en los parametros
necesarios para escribir las dos ecuaciones: ordenada en el origen y/o
pendiente en cualquiera de las dos. Un planteamiento correcto implica la
ausencia total de errores (sistema de ecuaciones totalmente correcto). La
resolucién de este sistema implica el manejo correcto de los procedimientos
algebraicos aprendidos al efecto y, ademas, la ausencia de errores
aritméticos o de calculo. El resultado correcto supone valores numéricos
acertados, unidades correctas e interpretacion adecuada para responder
correctamente a las dos preguntas planteadas en el enunciado.

Los datos procedentes de los estudiantes fueron valorados y asignados a
las anteriores categorias por dos investigadores independientemente. Las
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escasas discrepancias a la hora de asignar categorias fueron motivadas por
errores en alguno de los investigadores y no por indeterminacion de las
categorias o los criterios definidos. Se resolvieron mediante discusion hasta
el acuerdo entre los investigadores (Le6n y Montero, 1997).

VARIABLES -

DEPENDIENTES CATEGORIAS

PLANTEAMIENTO 0: AUSENTE; 1: CORRECTO; 2: INCORRECTO

ERROR EN EL 0: NO HAY ERROR; 1: ERROR EN PENDIENTE

PLANTEAMIENTO 2: ERROR EN ORDENADA EN EL ORIGEN
3: ERROR EN PENDIENTE Y EN ORDENADA EN EL
ORIGEN

RESOLUCION 0: AUSENTE; 1: CORRECTA; 2: INCORRECTA

ERROR EN 0: NO HAY ERROR; 1: ERROR DE CALCULO (aritmético)

LA RESOLUCION 2: ERROR ALGEBRAICO

RESULTADO 0: AUSENTE 4: ERROR EN UNIDADES
1: C1y C2 CORRECTAS 5: SIN UNIDADES
2: INCORRECTO SOLO C1 6: INCORRECTO C1Y C2
3: INCORRECTO SOLO C2

Tabla 3.-Categorias para las variables dependientes (problema diana).

Resultados
Fase de planteamiento

De los 83 sujetos Uunicamente 4 no realizan el planteamiento (no escriben
ecuaciones). De ellos, 2 sujetos estaban en la condicibn de modelo
matematico explicito y fueron eliminados del andlisis. La Tabla 4 muestra la
distribuciéon de frecuencias en el planteamiento segun sea correcto,
incorrecto o ausente, en funcién de las variables Estructura, Contexto y
Modelo Matematico. En total, un 74,7% de todos los sujetos intervinientes
realiza un planteamiento correcto del problema diana, llegando a escribir sin
errores el sistema de 2 ecuaciones lineales. Pero este porcentaje global esta
repartido de modo muy diferente entre los sujetos para los cuales se facilita
la construccidon del MP y los sujetos para los que no se hace.

Planteamiento
Estructura | Contexto sz e i t
Matematico | correcto incorrecto o Total
ausente
Igual Distinto Explicito 14 0
Implicito 7 8 29
Distinta Igual Explicito 13 0
Implicito 6 6 25
Distinta Distinto Explicito 14 0
Implicito 8 5 27
Totales MM Explicito 41 0 41
Totales MM Implicito 21 19 40
Totales 62 19 81

Tabla 4.- Frecuencias en el planteamiento correcto e incorrecto o ausente, en
funcion de las variables de los problemas.
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Respecto de la variable Modelo Matematico, el porcentaje de
planteamiento correcto entre los sujetos en el caso “implicito” es muy
diferente del 100% deseado (y propio de la condicion modelo matemaéatico

explicito): 52,5%. Es evidente que en este caso existe asociacion
significativa entre tener modelo matematico explicito o implicito y mostrar
un planteamiento correcto o incorrecto (Chi cuadrado = 26,1; g.l. =1; p <
0,001).

Es decir, 1 sujeto de cada 2 de la muestra es incapaz de escribir
correctamente el sistema de ecuaciones cuando el enunciado del problema
no lo explicita. Ello evidencia la no trivialidad de los procesos de transfer en
resolucién de problemas con enunciado, incluso en el caso de que los
problemas fuente y diana sean isomorfos (el sistema de ecuaciones es
idéntico excepto en los valores de los parametros de ambas rectas).

La tabla 5 permite calcular los porcentajes de planteamiento correcto
dentro de cada condicién para el factor modelo matematico. Los valores son
muy similares para cada una de las 3 relaciones posibles Contexto-
Estructura entre problema fuente y diana:

Vinculo entre problemas Mod Mat Mod Mat %06 sobre
Estructura-Contexto Explicito Implicito el Total
(%0 sobre total columna) (N=41) (N=40) (N=81)
Igual-Distinto (isomorfos) 34,1 17,5 25,9
Distinta-lgual (similares) 31,7 15,0 23,5
Distinta-Distinto (no-relacionados) 34,1 20,0 27,1
Total 100 52,5 76,5

Tabla 5.- Porcentajes de Planteamiento Correcto segun los vinculos entre
problemas fuente y diana, en cada una de las condiciones de la variable Modelo
Matematico.

No hay asociaciéon significativa entre tipo de vinculo entre problema
fuente y diana, isomorfos/similares/no-relacionados, y planteamiento
correcto/incorrecto del problema diana (Chi cuadrado < 1). Aunque no era
previsible a priori, tampoco existen efectos de interaccion entre estas
ultimas y la variable modelo matematico: una vez el modelo matematico
esta fijado (sea éste explicito o implicito), es indiferente cual sea la relacion
concreta Estructura-Contexto entre los problemas fuente y diana.

Los errores cometidos en el planteamiento, una vez realizado, son
escasos: 8 sujetos cometen errores asociados a la pendiente de alguna de
las rectas, mientras 9 sujetos escriben mal tanto la pendiente como la
ordenada en el origen de alguna o ambas rectas. Ningun sujeto se equivoca
solamente en la ordenada en el origen.

Fase de resolucion

De los sujetos que disponen del modelo matematico explicito, un 85,4%
realiza una resolucidon correcta usando apropiadamente algun método
algoritmico para encontrar el punto comun de las dos rectas que se cruzan.
Si se valora esta variable con independencia del hecho de que las
ecuaciones planteadas sean o no las correctas, podemos también valorar
este conocimiento procedimental entre los sujetos en condicion de modelo
matematico implicito. Una vez planteadas las dos ecuaciones, sean éstas
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correctas o no, un 89,5% de estos sujetos las resuelve correctamente. No
hay diferencias significativas entre ambos grupos de sujetos (Chi cuadrado
< 1) y en ambos casos los porcentajes son altos, alcanzando globalmente
un 87% sobre el total de 79 sujetos que escribié algun par de ecuaciones.
La Tabla 6 recoge las frecuencias segun los factores considerados.

Tampoco existen influencias significativas entre los diferentes vinculos
entre los problemas fuente y diana, pero las diferencias en Estructura
mejoran el éxito en la resolucidén, 92,3%, respecto al caso de estructuras
iguales, 77,8%, (Chi cuadrado = 3,21; g.l.=1; 0,5 < p < 0,1), en sentido
opuesto a lo que se podria esperar.

Resolucion

Estructura | Contexto Modelo, . incorrecta o

Matematico | Correcta Total

ausente

Igual Distinto Explicito 10 4

Implicito 11 2 27
Distinta | Igual Explicito 12 1

Implicito 10 2 25
Distinta | Distinto Explicito 13 1

Implicito 13 0 27
Total MM Explicito 35 6 41
Total MM Implicito 34 4 38
Totales 69 10 79

Tabla 6.- Frecuencias en la Resolucién correcta e incorrecta o ausente, en
funcién de las variables de los problemas.

Sélo 2 sujetos no resuelven y 8 cometen errores, siendo estos errores
algebraicos (5 sujetos) y de operaciones (3 sujetos).

Fase de resultado

Esta variable alude a las respuestas dadas a las dos preguntas del
enunciado del problema (ver Anexo), atendiendo tanto a las unidades
asociadas al valor numérico como la interpretacion que de ello se hace. En
la tabla 6 se puede ver que el porcentaje de errores cometido es grande,
65,8%, asociado sobre todo a interpretaciones incorrectas de los valores
numeéricos con sus unidades. SoOlo 5 sujetos cometen errores en las
unidades mismas.

Resultado

Estructura | Contexto MOdeIO, . Totalmente

Matematico Incorrecto| Total

correcto

Igual Distinto Explicito 4 10

Implicito 5 8 27
Distinta | Igual Explicito 3 10

Implicito 6 6 25
Distinta | Distinto | Explicito 5 9

Implicito 4 9 27
Totales MM Explicito 12 29 41
Totales MM Implicito 15 23 38
Totales 27 52 79

Tabla 7.- Frecuencias en el Resultado correcto e incorrecto, en funciéon de las
variables de los problemas.
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En el grupo con modelo matematico explicito un 29,3% logran escribir
bien las unidades e interpretar correctamente el resultado, mientras en el
grupo con modelo mateméatico implicito, el porcentaje es algo mayor,
39,5%. Las diferencias no son significativas (Chi cuadrado < 1). Los
vinculos entre el problema fuente y el diana a nivel de estructura y contexto
no producen diferencia ninguna.

Sin embargo no sucede lo mismo a la hora de estudiar la distribucién de
los errores cometidos en funcion del modelo matematico, al tratar de
responder las dos preguntas formuladas en el enunciado C1 y C2 (Tabla 8):

Modelo Error Error sélo Error en Total
Matematico Unidades en C1 ClycC2
Explicito 3 21 5 26
Implicito 5 3 15 18
Total 8 24 20 44

Tabla 8.- Distribucién de los errores en la respuesta a las preguntas planteadas
segun el modelo matematico.

Y aparecen diferencias significativas en la distribucién de los mismos
segun el modelo matematico del problema diana sea explicito o implicito
(Chi cuadrado = 18,6; g.l.= 2; p< 0,001). El numero de errores en
unidades es mas bajo del esperado por azar en ambas condiciones. Por otro
lado, los sujetos en condicion de modelo matemaéatico explicito cometen mas
errores en la cuestion C1 o en ambas cuestiones (26) de lo esperado por
azar (14,5). Los sujetos en condicibn de modelo matematico implicito
cometen menos errores en C1 o en ambas cuestiones (18) de lo esperado
por azar (13,5).

Las variables de contexto y estructura tampoco producen diferencias
significativas en esta fase.

La figura 1 recopila los porcentajes de éxito en cada una de las fases de
la resolucién del problema diana en funciéon del factor que ha demostrado
significacion: el modelo matematico explicito o implicito. En ella se aprecian
las dificultades que tienen los sujetos en la fase de representacion abstracta
del enunciado (o en fase anterior) cuando las ecuaciones no estan
explicitadas en él.

Exito en las fases de resolucion
= 100
[
= 90 100 89,5
(=] .
s 80 85,4
S 701
E 601 75 —o—Mod Mat Expli
> 507 ’ Mod Mat Impli
S 40 395 —a— Mod Mat Impli
3 30
[+
c 201 29,3
S 10
g 0
Planteamiento Resol Ecuaciones Resultado

Figura 1.-Porcentajes de éxito en cada fase de la resolucion del problema diana,
segun el factor Modelo Matematico.
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También se visualiza la similitud alcanzada en los porcentajes de éxito en
la resolucion de las ecuaciones, que son muy altos en las dos condiciones
representadas. En la interpretacion del resultado para dar respuesta a las
preguntas formuladas el nivel de éxito también similar en las dos
condiciones, pero mas bien bajo, probando de nuevo las dificultades que lo
sujetos tienen para vincular las representaciones abstractas y las concretas.

Discusion e implicaciones didacticas

En el contexto de este experimento, sélo el 52,5% de los sujetos del
grupo que no dispone de las ecuaciones explicitadas en el enunciado del
problema diana logra plantear con éxito el problema escribiendo el sistema
correcto de dos ecuaciones lineales. Esto implica que 1 de cada 2 de esos
sujetos no logra construir un vinculo correcto entre los problemas diana y
fuente. Es posible que el transfer en esta fase (planteamiento) falle debido
a un error en la activacion del conocimiento adecuado como base: pueden
existir obstaculos en la comprensiéon del problema fuente y entonces resulta
imposible construir la base de conocimientos necesaria para reconocer los
vinculos con el problema diana, o bien, simplemente, el problema fuente se
comprende bien pero no se pueden inferir los vinculos con problema diana
(el problema fuente no se identifica como un analogo). El hecho de que los
problemas fuente y diana sean similares, isomorfos o no-relacionados no
produce diferencias significativas, ni tampoco se aprecian efectos de
interaccion con el modelo matemaético. Esto apoya la idea de que el transfer
analdgico es un proceso no trivial que requiere de un trabajo especifico en
las aulas (Oliva, 2004).

Sin embargo, una vez se llega a la expresion del sistema de ecuaciones,
sea éste correcto o no lo sea, los sujetos no tienen dificultades en resolver
usando las estrategias matematicas generales aprendidas (87,3% de éxito),
sin que haya diferencias debidas a ninguna de las tres variables
independientes consideradas. Aun con ello, existen diferencias con
significacion cercana al limite a favor de los sujetos en condicion de
estructuras diferentes (92,3%) sobre los que estdn en condicién de
estructuras iguales entre los problemas fuente y diana (77,8%). Esto parece
sugerir que los estudiantes resuelven el sistema de ecuaciones sin apoyarse
en el isomorfismo entre problemas fuente y diana, porqgue conocen bien los
esquemas de resolucion de sistemas de 2 ecuaciones lineales.

Ambos resultados estan de acuerdo con nuestra hipotesis. La conclusion,
en los limites de este experimento, es que las dificultades detectadas por
los profesores a la hora de aprender a resolver problemas con enunciado no
provienen de conocimiento inadecuado para el uso de las herramientas
matematicas involucradas. Por tanto, estas dificultades deben proceder de
los procesos de construccion de las representaciones de los problemas: de
la falta de comprension profunda de la situacion descrita en el enunciado
(construccion del MS) o del proceso de traduccion entre un lenguaje natural
del enunciado y el lenguaje matematico (construcciéon del MP). La
representacion de un problema condiciona su codificacion y almacenamiento
en la memoria (su clasificacion) en términos de elementos o0 rasgos
superficiales y estructurales. La codificacion determina la posibilidad de
reconocer o establecer vinculos analdégicos con otros problemas. Por tanto,
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el modo en que los sujetos construyen representaciones de los problemas
es un asunto crucial en el transfer (Gentner, Loewenstein y Thompson,
2003).

Nuestros resultados estan en consonancia con los obtenidos por Rebello y
colaboradores (2007). Trabajando con problemas de fisica, estos
investigadores encuentran que la principal dificultad de los estudiantes para
resolverlos no proviene de la falta de base matematica, sino de la impericia
para conectar los conocimientos matemaéaticos a los problemas de fisica. Es
decir, las dificultades proceden bien de las representaciones MS y/o MP,
bien de la conexién entre la representacion MS y la representacion MP. El
mismo resultado se ha obtenido aqui trabajando con problemas en
contextos familiares, no especificos de la ciencia, de modo que podemos
sugerir la idea de que, probablemente, gran parte de los obstaculos en
resolucién de problemas de ciencias detectados en las aulas no son
provocados por el desconocimiento de leyes, axiomas o modelos de la
ciencia, sino por dificultades mas profundas y, posiblemente, anteriores al
estudio de las teorias cientificas. Ello advierte de la fragilidad en la
construccion de conocimientos complejos, como son los cientificos, sobre
bases psicoldgicas débiles o inadecuadas (capacidades y habilidades basicas
insuficientes, objetivos instruccionales fundamentales no alcanzados).
Cuando se trabaja en contextos disciplinares semanticamente ricos y
especificos de alguna ciencia, cabe esperar que las leyes y sus expresiones,
los modelos y sus aplicaciones, los principios y sus condiciones supongan
fuentes de dificultad afiadidas a (y en interaccion con) las anteriores.

El analisis de la variable Resultado del problema diana, que atiende sobre
todo a la interpretacion que de los numeros y unidades hace el sujeto,
apoya también estas conclusiones. Los estudiantes presentan un nivel alto
de fracaso (57%) a la hora de interpretar los resultados mateméticos para
responder las preguntas conceptuales que los problemas plantean, es decir,
a la hora de volver a relacionar los conceptos abstractos con los
acontecimientos y objetos del mundo tangible (traduccién inversa: conexiéon
entre MP y MS). Aun mas, los sujetos para los que se habia facilitado
totalmente el planteamiento (condicién de modelo matematico explicito)
cometen mas errores asociados con la traduccidon inversa (desde los
resultados numéricos y unidades hasta su interpretacion en términos de
objetos, atributos y sucesos del mundo concreto) que los sujetos en
condicibn de modelo matematico implicito. Esto podria ser debido al
esfuerzo que los sujetos con modelo matematico implicito realizan para
escribir las ecuaciones (construir el MP) comprendiendo y traduciendo el
enunciado (MS) al lenguaje del algebra. Esta relacion entre MS y MP
construida les facilita la traduccidon inversa. Los sujetos con modelo
matematico explicito disponen de las ecuaciones correctas y las resuelven
correctamente en un porcentaje grande, pero no necesitan construir
representaciones adecuadas del modelo del problema que permitan
comprenderlo, lo que produce una dificultad mayor para interpretar los
resultados. Esto demuestra de nuevo que saber resolver es independiente
de comprender.

Para facilitar la comprensién de los significados de las rutinas y
procedimientos algebraicos Koedinger y Nathan (2004) sugieren que las
clases de matemaéticas deberian contemplar mas problemas con enunciado.
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Asimismo deberian dedicar mas trabajo a establecer analogias estructurales
entre diversas situaciones planteadas para generalizar las representaciones
y codificaciones de los problemas. Si se desea que los procedimientos
matematicos aprendidos constituyan parte de esquemas resolutores en
ciencias, las matematicas deben ser algo mas que rutina para ser lenguaje,
lo que requiere un contenido seméantico referido al mundo. De otro modo, el
transfer entre los conocimientos matematicos y los cientificos es muy dificil,
especialmente al intentar pasar de una representacién concreta (Modelo de
la Situacion) a una abstracta (Modelo del Problema) o viceversa (interpretar
los resultados).

Por tanto se requiere un esfuerzo especifico dirigido a mejorar las
representaciones de los problemas y su codificacion en términos de factores
estructurales propios de categorias lo mas generales e inclusoras posible
(factores usualmente contemplados en las matematicas subyacentes).
Algunos procedimientos instruccionales han arrojado resultados positivos.
Por ejemplo, se ha probado que ensefiar a reconocer y construir analogias
produce un rendimiento superior a enseflar a usar las analogias, a la hora
de facilitar el transfer de ciertas habilidades, (Harpaz-Itay y col., 2006).
Asimismo, parece que se mejora la recuperacion de analogos ya conocidos
(‘fuentes’) y, con ello, el éxito en el transfer, cuando se trabaja en la
construccion de andalogos entre problemas diana en vez de trabajar sobre
problemas fuente, porque se facilita la construccién de representaciones
generalizadas de los problemas (y su codificacién), en lugar de facilitar la
construccion de esquemas de resolucidon aplicables a cierto rango de
situaciones (Kurtz y Loewenstein, 2007).

En resumen, dentro de los limites de nuestra investigacion, los sujetos
demuestran saber resolver las ecuaciones pero manifiestan problemas
graves de comprension de los problemas algebraicos con enunciado. Si este
resultado fuera general, el énfasis didactico deberia realizarse, bien en la
comprension de las interrelaciones existentes entre los elementos presentes
en las situaciones descritas (comprension de los roles que cada entidad
juega; su relacion con los demas elementos para determinar ligaduras y
mutuas determinaciones) para facilitar la construccion del MS, bien en las
técnicas de traduccidon entre dos lenguajes: el natural y el matemaético
(algebraico en nuestro caso) para facilitar la construccion del MP a partir del
MS. Estas hipotesis estan siendo actualmente contrastadas con el fin de
articular un procedimiento didactico facilitador del aprendizaje de la
resolucién de problemas con enunciado en ciencias y matematicas.
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Anexo: Problemas utilizados

Contexto Mercantil

Contexto Hidrico

Estructu

ra Alcanzar

Dos amigos, Zacarias y Aaron,
deciden ahorrar y para ello abren

Dos propietarios de sendos chalés
deciden llenar al mismo tiempo sus

dos cuentas bancarias cuyos | piscinas. Supondremos que el

saldos aumentan cada mes. | volumen de agua en una piscina es
Texto Supondremos que la cantidad de | una funcién lineal del tiempo
comuan dinero en cada cuenta es una | transcurrido cuya recta tiene una

funcién lineal del tiempo | pendiente dada por el agua que entra

transcurrido, cuya recta tiene una | (surtidor) o sale (desagliie) de cada

pendiente que es el ritmo de | piscina, a lo que hay que afadir el

crecimiento o decrecimiento del | signo que corresponda.

dinero a los que hay que afadir el

signo que corresponda.

Las ecuaciones correspondientes | Las ecuaciones correspondientes son:

son: y= 60 x + 1000, para la primera

y= 100 x + 4500, para Zacarias; piscina;

y= 150 x + 2000, para Aarén; y= 40 x + 5000, para la segunda

donde y es el dinero que hay en | piscina; donde y es el volumen de
Modelo cada una de las cuentas corrientes, | agua en litros, y donde x es el tiempo
Matematico | y donde x es el nUmero de meses | transcurrido en minutos. ¢Cuanto
Explicito que han transcurrido. ¢Cuanto | tiempo transcurre hasta que ambas

tiempo ha de pasar para que | piscinas tienen la misma cantidad de

ambos amigos tengan la misma | agua? ¢(Cuantos litros de agua hay en

cantidad de dinero en sus cuentas? | cada piscina en ese momento? (AHS)

¢Cuéanto dinero tendra cada uno en

ese momento? (AMS)

Inicialmente Zacarias pone en su | Inicialmente la primera piscina

cuenta 4500 euros y Aardn 2000 | contiene 1000 litros de agua, y la

euros en la suya. Después Zacarias | segunda 5000 litros. El surtidor de la

ahorra 100 euros cada mes Yy | primero proporciona un caudal de 60
Modelo Aardn ahorra 150 euros cada mes. | litros cada minuto, mientras que el de
Matematico | ;Cuanto tiempo ha de pasar para | la segunda proporciona 40 litros cada
Implicito que ambos amigos tengan la | minuto. ¢(Cuanto tiempo transcurre

misma cantidad de dinero en sus
cuentas? ¢Cuanto dinero tendra
cada uno en ese momento? (AMN)

hasta que ambas piscinas tienen la
misma cantidad de agua? ;Cuantos
litros de agua hay en cada piscina en

ese momento? (AHN)
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Contexto mercantil

Contexto hidrico

Estructura Encontrar

Dos cuentas bancarias varian al
mismo tiempo su saldo. Mientras
el dinero de la cuenta A crece con
ingresos, el de Ila cuenta B
decrece por los gastos.
Supondremos que la cantidad de

En dos piscinas cambia al mismo tiempo
el volumen de agua. Mientras se llena
una piscina gracias a un surtidor, la otra
piscina se vacia por un desagle.
Supondremos que la cantidad de dinero
en cada cuenta es una funcion lineal del

Texto . - - .
coman dlne'ro en _cada cuenta es una tiempo trr_:mscurrldo cuya rec.ta tiene

funcion lineal del tiempo | una pendiente que es el ritmo de

transcurrido cuya recta tiene una | crecimiento o decrecimiento del dinero,

pendiente que es el ritmo de | al que hay que afadir el signo que

crecimiento o decrecimiento del | corresponda.

dinero, al que hay que afadir el

signo que corresponda.

Las ecuaciones lineales | Las ecuaciones lineales

correspondientes son: correspondientes son:

y= 5000 x + 100000, para la| y= 50 x + 25000, para la primera

cuenta A; piscina;

y= -7000 x + 136000, para la| y= -60 x + 80000, para la segunda

cuenta B; donde y es el dinero | piscina; donde y es el volumen de agua
Modelo que hay en cada una de las | en litros, y donde x es el tiempo
Matematico | cuentas corrientes, y donde x es | transcurrido en minutos. ¢Cuanto
Explicito el nimero de afios que han | tiempo transcurre hasta que ambas

transcurrido. ¢(Cuanto tiempo ha | piscinas tienen la misma cantidad de

de pasar para que ambas cuentas | agua? ¢Cuantos litros de agua hay en

tengan la misma cantidad de | cada piscina en ese momento? (EHS)

dinero? ¢Cuanto dinero tendra

cada cuenta en ese momento?

(EMS)

Inicialmente la cuenta A tiene | Inicialmente la primera piscina contiene

100000 euros y la B tiene 136000 | 25000 litros de agua, y la segunda

euros. El dinero varia al revés en | 80000 litros. La primera piscina se llena

ambas: mientras en lacuenta A el | a razbn de 50 litros cada minuto,

saldo crece a razén de 5000 euros | mientras que la segunda piscina se
Modelo ~ . . : .
Matematico al afo, en Ifl B_ deprece _ 7000 \_/acu'a a ragon de 60 litros cada minuto.
Implicito euros cada afio. ¢(Cuanto tiempo | (Cuanto tiempo transcurre hasta que

ha de pasar para que ambas
cuentas tengan la misma cantidad
de dinero? ¢Cuanto dinero tendra
cada cuenta en ese momento?
(EMN)

ambas piscinas tienen la misma
cantidad de agua? (Cuéantos litros de
agua hay en cada piscina en ese
momento? (EHN)
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